 4º RELACIONES BINARIAS
Una operación aplicada a los elementos de un conjunto recibe también el nombre de ley de composición interna en el conjunto. Puede ocurrir que un conjunto tenga más de una ley de composición interna, y entonces cada operación se indicara con un signo distinto.
    Son relaciones elemento a elemento entre los elementos de un mismo conjunto. Dados dos elementos a y b pertenecientes ambos al conjunto A, para expresar que a está relacionado con b escribiremos a R b, que se lee “a está relacionado con b”. Así, pues, una relación binaria es una correspondencia entre los elementos de un mismo conjunto.

    La diferencia entre aplicaciones y relaciones binarias está en que las aplicaciones son correspondencias de elementos entre distintos conjuntos y las relaciones binarias, correspondencias entre los elementos de un mismo conjunto.

    Una relación binaria se puede representar mediante:

a) Diagrama de Venn
    Dado el conjunto A = {a, b, c, d} la relación que aparece en el diagrama de Venn indica que: el elemento a está relacionado consigo mismo; el elemento b está relacionado con el c y el c lo está con el d.

	


    b) Conjunto de pares
    Según esta forma de expresión, la relación binaria del diagrama de Venn anterior sería:

R = {(a, a), (b, c), (c, d)}

    c) Diagramas cartesianos
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    La expresión matemática de una relación binaria es:

    x, y C,
x  R  y   (x, y)  R  CC

    En efecto, si se forma el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo (CC) una relación binaria será un subconjunto K formado por varios pares, pertenecientes todos ellos al producto cartesiano CC. K es un subconjunto de CC.
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Los productos cartesianos aparecen muy frecuentemente en matemáticas.
 Por ejemplo, el plano de los números complejos es R x R, donde R es la recta real, o conjunto de todos los números reales. 
La superficie terrestre es producto cartesiano de la circunferencia del ecuador por la del meridiano origen, pues cada punto aparece determinado por el par ordenado (longitud-latitud).
 La superficie lateral de un cilindro puede considerarse como el producto cartesiano de la circunferencia de un círculo (base) por un segmento rectilíneo (generatriz), tomados estos tres elementos –superficie lateral, circunferencia y generatriz– como conjuntos de puntos.
 PROPIEDADES DE UNA RELACIÓN BINARIA


REFLEXIVA O IDÉNTICA


    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad reflexiva cuando todos los elementos del conjunto en el que esta definida la relación se relacionan consigo mismos. Es decir, que:

 x, x  C     x R x     (x, x)  K  C  C

que se lee: “Para todo x, siendo x perteneciente al conjunto C, x esta relacionado con x, si y sólo si el par (x, x) pertenece al subconjunto K que está contenido en el producto cartesiano C  C”.

	Obsérvese que si una relación es reflexiva, cada elemento lleva un
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    Ejemplo: Sea el conjunto:

C = {1, 2, 3, 4}

Un conjunto participa de la propiedad reflexiva si y sólo si todos sus elementos están relacionados consigo mismos. 
Por ejemplo, si en un conjunto de números enteros establecemos la relación binaria "ser de la misma paridad que", esta relación tiene la propiedad reflexiva. 
En cambio la relación a R b si y sólo si a + b = ab, sólo es reflexiva para el 2 y el 0.
    
Se considera la relación “ser igual a”. Dicha relación tiene la propiedad reflexiva, porque todos los elementos del conjunto están relacionados consigo mismos, ya que:

[image: image50.png]


1 = 1  1R1
2 = 2  2R2
3 = 3  3R3
4 = 4  4R4

   
 Si expresamos esta relación mediante un diagrama de Venn se tendría:

Un conjunto con relaciones entre sus elementos se llama un relativo. Un conjunto con operaciones entre sus elementos recibe, según algunos, la denominación de un álgebra. Tanto las álgebras como los relativos son estructuras. Una estructura es, en suma, un conjunto sobre el que se han definido ciertas relaciones y ciertas leyes de composición, interna o no. Ejemplos particulares de estructuras son las de grupo, anillo, cuerpo y otros conceptos matemáticos.


ANTIRREFLEXIVA


    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad antirreflexiva cuando ningún elemento está relacionado consigo mismo.
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    Ejemplo: En el conjunto D = {1, 2, 3} la relación representada por el gráfico de flechas cumple con esta propiedad, puesto que ningún elemento está relacionado consigo mismo.

En el conjunto C = {a, b, c, d} representado a la derecha, la relación R = {(a, a), (b, c)} no cumple con la propiedad antirreflexiva, ya que el elemento a está relacionado consigo mismo.
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    Esta relación (al igual que las restantes), por estar contenida en un producto cartesiano de dos conjuntos, puede también representarse así:
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En una relación binaria (conjunto de pares ordenados de elementos) entre dos conjuntos, o en el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo, se denomina dominio de la relación al conjunto de todos los primeros miembros de los pares ordenados que constituyen la relación; se llama imagen de la relación al conjunto de todos los segundos miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.
	   BINARIA

	1. ¿Qué son las relaciones binarias?
2. ¿Cuándo existe la propiedad antirreflexiva en una relación binaria? 






PROPIEDAD SIMÉTRICA


    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad simétrica, dados dos elementos x e y cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, cuando cumple que si el elemento x está relacionado con el y, entonces el y está relacionado con el x. Es decir, que:

x,     y, si xRy  yRx   (x, y)  K  (y, x)  K, KC  C

    En resumen, si x se relaciona con y e y se relaciona con x, siendo x e y elementos cualesquiera de un conjunto C en el que se ha definido la relación se cumple esta propiedad. Obsérvese que si hay una flecha    hay también otra  .

    Ejemplo 1: La relación R definida en:

C = {a, b, c, d}
R = {(a, a),(b, b),(c, c),(d, d),(c, a),(c, d),(d, c)}

no cumple la propiedad simétrica pues el elemento c está relacionado con el a y el a no lo está con el c Por el contrario, esta relación sí cumple la propiedad reflexiva:
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Un ejemplo de relación no numérica que tiene la propiedad simétrica es la de pertenencía: siempre se cumple que si x es del mismo conjunto que y entonces y es del mismo conjunto que x.
 Ejemplo 2: La relación R representada en el diagrama sí cumple con la propiedad simétrica:

	Si imaginamos una pista de baile en la que múltiples parejas danzan al compás de un vals, y consideramos la relación "ser pareja de", observaremos que la relación participa de la propiedad simétrica. Si Antonio es pareja de Isabel, ésta lo es también de Antonio.
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En el conjunto de 5 hermanos (todos chicos) se considera la relación "ser hermano de". Esta relación tiene la propiedad simétrica, ya que si un hermano lo es de otro, el segundo es también hermano del primero.


PROPIEDAD ANTISIMÉTRICA


 Si consideramos el conjunto de todas las personas, observamos que la relación ´ser hermano deª tiene la propiedad antisimétrica, y no la simétrica, puesto que, si Pablo es hermano de María, María no es hermano de Pablo, sino hermana. De otro modo: x R y &&& y R x,o bien (x, y) = (y, x)
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad antisimétrica si dados dos elementos x e y cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, y distintos entre sí, se cumple que si x está relacionado con y, entonces y no está relacionado con x.

    Es decir, 

	[image: image6.jpg]vx.vy.{;;@}my

si XRy=yRx






 

    Aquí aparecen las flechas en un sentido pero no en el inverso. R- significa “no esta relacionada con”.
    Ejemplo: En el conjunto de los números naturales (enteros y positivos) se considera la relación “ser múltiplo de”.

    Según esta relación, el 4 estaría relacionado con el 2, puesto que 4 es múltiplo de 2, el 6 estaría relacionado con el 3, etc... Pero el hecho de que el 6 esté relacionado con el 3 no quiere decir que el 3 esté relacionado con el 6. En efecto, el 3 no está relacionado con el 6, ya que 3 no es múltiplo de 6. Luego se cumple que: 

si      4 R 2  =>     2 R 4

que se lee “si el 4 está relacionado con el 2, el 2 no está relacionado con el 4”.

6 R 3   =>    3 R 6,   etc.

    En consecuencia, esta relación R “ser múltiplo de” cumple la propiedad antisimétrica.

    Debe tenerse en cuenta que la propiedad antisimétrica no es la contraria de la simétrica. Como se ha visto, ambas propiedades responden a ideas distintas. Lo único que se puede afirmar, en relación a ambas, es que si una relación tiene la propiedad antisimétrica, seguro que no cumple la simétrica y viceversa; es decir, que una relación no puede a la vez satisfacer ambas propiedades.

Consideremos un partido de fútbol entre dos equipos. Cada jugador recibe el marcaje de otro jugador del equipo contrario y a la inversa. Si establecemos la relación "marcar a", ésta no tiene porqué ser necesariamente simétrica. En el caso de que Pedro marcara a Juan y Juan marcara a Felipe (y así sucesivamente) nos encontraríamos ante una relación antisimétrica.


PROPIEDAD TRANSITIVA


    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad transitiva, cuando dados tres elementos x, y, z cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, se cumple que si el elemento x está relacionado con el y, y el elemento y está relacionado con el z, entonces el elemento x está relacionado con el z. Es decir, se cumple que:

Una relación R en un conjunto S es transitiva si para todo x, y y z de S, siempre que x R y y y R z, se tiene x R z.
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que se lee del modo siguiente: “para todo x, y, z pertenecientes al conjunto C, si x está relacionado con y e y está relacionado con z, implica que x está relacionado con z, es decir, que si los pares ordenados (x, y) e (y, z) pertenecen al subconjunto K del producto cartesiano C  C, que constituye la relación, entonces el par ordenado (x, z) también pertenece a dicho subconjunto K.

	Tomemos de nuevo el conjunto de cinco hermanos visto anteriormente. Si consideramos la relación "ser hermano de", esta no sólo poseerá, como ya se vio, la propiedad simétrica, sino también la propiedad transitiva, pues si el primer hermano lo es del segundo y éste lo es del tercero, aquél lo será asimismo del tercero, y así sucesivamente entre los cinco hermanos.


    Obsérvese que si se representa mediante un diagrama de Venn una relación binaria que cumpla esta propiedad transitiva, aparece una flecha (señalada en el gráfico con doble trazo) a modo de camino directo entre dos elementos.
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    Ejemplo 1: En el conjunto de las rectas de un plano se define la relación R “ser paralela a”.

    Dicha relación goza de la propiedad transitiva, ya que si elegimos tres rectas al azar, de entre las rectas del plano, s1, s2, s3 y se cumple que si s1 es paralela a s2, y a su vez s2 es paralela a s3, necesariamente s1 deberá ser paralela a s3.
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    Ejemplo 2: En el conjunto de los triángulos se considera la relación: “ser semejante a...” Dicha relación goza de la propiedad transitiva. En efecto, si el triángulo t1, elegido al azar entre el conjunto de los triángulos, es semejante al triángulo t2 (por tener los ángulos iguales y los lados proporcionales) y a su vez el triángulo es semejante al triángulo t3, necesariamente el triángulo t1 es semejante al t3; luego esta relación en este conjunto goza de la propiedad transitiva:

    El símbolo  significa “ser semejante a...”.

    El símbolo  (aún no usado) significa: “ser aproximadamente igual a...”.
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    Ejemplo 3: En el conjunto C = {a, b, c, d} se considera la relación binaria definida por el siguiente subconjunto K  C  C:

R = K = {(a, b), (a, c), (b, c), (a, d)}
(1)   (2)    (3)
    Esta relación R tiene la propiedad transitiva ya que a está relacionado con b (1), b está relacionado con c (2), y también a está relacionado con c (3).

    A continuación se expone un resumen de identificación de las distintas propiedades de las relaciones en cuanto a su representación en diagramas de Venn:

– Propiedad reflexiva

	Cada elemento presenta un bucle
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     – Propiedad simétrica

	La relación tiene las flechas  siempre por pares
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	o de la forma
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        – Propiedad transitiva

	La relación tiene una flecha de a a b, otra de b a c, y otra flecha de a a c. 
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    – Propiedad antirreflexiva

	Nunca hay
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 – Propiedad antisimétrica

	Nunca hay
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– Propiedad antitransitiva 

	Nunca hay
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En un conjunto X, cualquiera que éste sea, si aplicamos a los elementos la relación de pertenencia a ese conjunto, se observarán siempre las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva.
	Muchas veces la inversa de la propiedad transitiva es también transistiva; por ejemplo, en la relación “ser mayor que” se cumple que si a no es mayor que b y b no es mayor que c, entonces a no puede ser mayor que c. Sin embargo, en la relación “ser paralela a” se puede dar que a no sea paralela a b, y b no sea paralela a c, pero a y c sean paralelas..

	Tomemos de nuevo el conjunto de cinco hermanos visto anteriormente. Si consideramos la relación “ser hermano de”, esta no solo poseerá, como ya se vio, la propiedad simétrica, sino también la propiedad transitiva, pues si el primer hemano lo es del segundo y éste lo es del tercero, aquél lo será asimismo del tercero, y así sucesivamente entre los cinco hermanos.


 

	   SIMETRÍA

	1. ¿Cuándo tiene la propiedad antisimétrica una relación binaria?
2. ¿Cuándo existe la propiedad transitiva? 






RELACIÓN DE EQUIVALENCIA



    Se dice que una relación binaria es de equivalencia,  si cumple las tres propiedades siguientes: reflexiva, simétrica y transitiva. Haciendo uso del lenguaje matemático se tendría:

1.º) a C  a  a  propiedad reflexiva que se lee: “para todo elemento perteneciente al conjunto C en el que se ha definido la relación binaria se cumple que a está relacionado con a.

2.º)  a,  b, a,b  C, si a  b   b  a, propiedad simétrica, que se lee: “para todo elemento a y para todo elemento b, ambos pertenecientes al conjunto C en el que se ha definido la relación binaria, si se cumple que a está relacionado con b, entonces b está relacionado con a.

El concepto de relación de equivalencia está implicitamente ligado a todo el desarrollo de la matemática, pues es fundamental en cualquier proceso de abstracción. La igualdad, las congruencias en el conjunto de los números enteros, el paralelismo de rectas o planos son relaciones de equivalencia.
3.º)  a,  b,  c, a, b, c  C, si a  b  b  c  a  c, propiedad transitiva que se lee: “para todos los elementos a, b, c, siendo a, b, c pertenecientes al conjunto C en el que se ha definido la relación binaria, si a está relacionado con b y b lo está con c, entonces necesariamente a está relacionado con c.

    Ejemplo: En el conjunto de las rectas del plano C se considera la relación “ser paralela a...”.
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    Como puede observarse en el gráfico, cualquier recta del plano es paralela a sí misma; luego se cumple la propiedad reflexiva, que dice:

r, r  C, r  r

    Además, si una recta r1 es paralela a otra r2, necesariamente r2 es paralela a r1, luego se cumple la propiedad simétrica:

r1,    r2, r1, r2  C
si r1  r2  r2  r1
    Por último, si una recta del plano r1 es paralela a otra r2 y esta última es paralela a una tercera r3, entonces necesariamente r1 es paralela a r3, luego se cumple la propiedad transitiva:

r1   r2    r3, r1, r2, r3  C
si     r1  r2  r2  r3 
 r1  r3
Clase de equivalencia
    Dada una relación de equivalencia entre los elementos de un conjunto C, se denomina clase de equivalencia a cada uno de los posibles subconjuntos de C formados por elementos relacionados entre sí. 
Es usual representar cada clase de equivalencia por uno de los elementos pertenecientes a dicha clase. 
Así, por ejemplo, si en el conjunto de las palabras de una página de un libro se define la relación R “empezar con la misma letra del alfabeto”, el conjunto de las palabras que comenzarán con la letra m formarán una clase de equivalencia que podría denominarse la clase {{modo}}, suponiendo que se eligiera esta palabra como representante de la clase. Lógicamente, los restantes elementos de la clase {{modo}} estarían relacionados con esta palabra.
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    Si se considera en el conjunto C del gráfico anterior la relación “ser paralela a”, se observa que existen 2 grupos diferenciados de rectas. 
Uno de ellos formados por rectas paralelas a r1, que constituyen una clase de equivalencia que podría denominarse {{r1}}. 
El otro grupo, formado por rectas paralelas a r2, constituye asimismo una clase de equivalencia que podría denominarse {{r2}}. Si se hubiera considerado todas las rectas del plano, las clases de equivalencia serían infinitas.

Conjunto cociente
    Se denomina conjunto cociente al conjunto formado por todas las clases de equivalencia que resultan en un conjunto C cuando se establece en él una relación de equivalencia ´.

    Se representa de manera abreviada por:
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donde CC significa producto cartesiano de CC y ´ representa la relación de equivalencia definida en el conjunto. En el ejemplo del apartado anterior el conjunto cociente sería:
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= {{{r1}, {r2}}}

   Es decir, estaría únicamente formado por las clases de equivalencia {{r1}} y {{r2}}, ya que estas dos son las únicas clases existentes.

Obsérvese que en dicho ejemplo el conjunto C está formado por 6 elementos, mientras que el conjunto cociente [image: image22.png]


  únicamente consta de dos. 
La noción de conjunto cociente se utiliza mucho en la práctica para clasificar los elementos de un conjunto.

	El conjunto cociente de las rectas del plano por la relación de equivalencia constituida por el paralelismo son las clases de rectas paralelas entre sí, es decir, los subconjuntos formados por rectas que tienen la misma dirección..

	    EQUIVALENCIA

	1. ¿Cuándo se dice que una relación es de equivalencia?
2. ¿Cuándo una relación es de orden parcial? 






RELACIÓN DE ORDEN


    Existen distintos tipos de relaciones de orden, atendiendo, por un lado, a las propiedades que cumplen y, por otro, a los elementos que están relacionados.

	El nombre de relación de orden se comprenderá si se piensa que una relación de este tipo en un conjunto permite ordenar por lo menos algunos de sus elementos. 
Así, en el caso citado de los números naturales, N, tenemos que es posible escribir 2 61890, por ejemplo, fijando un orden entre algunos elementos de N..


    Se dice que una relación binaria es de orden amplio cuando cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

    Si únicamente cumple las propiedades antisimétrica y transitiva, se dice que es de orden estricto.

    En cuanto a los elementos que se relacionan entre sí, una relación es de orden total cuando todos los elementos del conjunto se relacionan entre sí, lo que se traduce en un diagrama lineal, como se verá más adelante.

    Se dice que una relación es de orden parcial cuando sólo algunos de los elementos se relacionan entre sí. Esta relación se expresa mediante un diagrama ramificado.
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    Ejemplo: En el conjunto de los números N se considera la relación “ser menor o igual que” (el símbolo de menor o igual es  donde , significa menor y  significa menor o igual:

    Comprobamos que se trata de una relación de orden amplio total. En efecto, es de orden amplio porque cumple las tres propiedades: reflexiva, antisimétrica y transitiva. 

    1) reflexiva, ya que cada número es igual a sí mismo:

1 = 1
6 = 6
9 = 9
23 = 23
etc...

    2) antisimétrica, ya que si un número a es menor que otro b, el segundo es forzosamente mayor que el primero, luego si: 

aRb   b R a
a,  b,   a, b  N
1  6 => 6  1

    3) transitiva, ya que si un número a es menor que otro b y este número b es menor que otro c, forzosamente a es menor que c luego:

aRb  bRc   aRc
 a,  b,  c, a, b, c  N

que se lee si a está relacionado con b y b está relacionado con c, entonces a está relacionado con c, siendo a, b, c números cualesquiera pertenecientes al conjunto N de los números. Así: 

	1  6 
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	 1  9

	6  9
	
	


    Esta relación «ser menor o igual» es además de orden total, ya que todos los elementos (los números l, 6, 9, 23 en este caso) se pueden colocar de modo que estén ordenados por esta relación. 

    En efecto: 

    1 , 6 , 9 , 23; además, y como resulta lógico por tratarse de una relación de orden total, el diagrama de representación es lineal. 

	Para el desarrollo de la teoría de conjuntos fue decisiva la colaboración de Nicolas Bourbaki y su extensa obra Elementos de Matemáticas. 
El nombre Nicolas Bourbaki corresponde a un seudónimo colectivo adoptado por un grupo de matemáticos franceses especialistas en distintas ramas de las ciencias exactas. 
   La edad tope es de cincuenta años , por lo que existe una continua renovación entre sus miembros. 
Su propósito es el de recrear (en sentido literal) las matemáticas partiendo de unos principios totalmente lógicos.




REPRESENTACIÓN GRÁFICA
DE UN CONJUNTO ORDENADO


 

	Dado un conjunto ordenado X y una parte A  X se llama cota superior o mayorante a todo elemento a  X tal que a  x para todo x  A; de modo análogo, una cota inferior o minorante será un elemento b X tal que b  x para todo x  A. Dichas cotas se denominan primer y último elemento de A respectivamente.


    Se denomina conjunto ordenado a todo conjunto en el que se haya definido una relación de orden.  Por tratarse de relaciones binarias, que en el fondo no son sino correspondencias de un conjunto consigo mismo, se pueden representar las relaciones de orden mediante algunas de las formas ya conocidas empleadas para la representación gráfica de correspondencias.

    Así, en el conjunto A = {2, 3, 4, 5, 6}, si se considera la relación de orden «ser mayor que», es fácil representar la relación de orden definida en A mediante un diagrama cartesiano o uno de Venn (sagital). El grafo de la relación será: 

G = {(3,2) (4,3) (4,2) (5,4) (5,3) (5,2) (6,5) (6,4) (6,3) (6,2)}. 

    Mediante un diagrama de Venn:
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    Dos tipos de representación cartesiana:
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	   ORDENADO

	1. ¿A qué se denomina conjunto ordenado?
2. ¿Qué es el producto cartesiano de dos conjuntos A y B.? 






PRODUCTO ARTESIANO
DE DOS PRODUCTOS AxB


    Dados dos conjuntos A y B, se llama producto cartesiano de los dos conjuntos, y se representa mediante AB, al conjunto formado por todos los pares ordenados posibles cuyo primer elemento se toma de A y el segundo de B.

Utilizando los símbolos estudiados en los apartados anteriores se tendría: 

AB = {(a, b) /a  A   b  B}

    Recordemos el significado de los símbolos utilizados en la expresión anterior: 

	{ }
(a, b)
/



	idea de conjunto
idea de par ordenado
tal que o tales que
pertenece a
y
producto, y se lee “multiplicado por” o “por”.


 

	El filósofo y matemático René Descartes, nació en La Haye (Turena) en 1596, y murió en 1650 en Estocolmo a donde había ido un año antes invitado por la reina Cristina. Dotado de una inteligencia privilegiada, enriqueció todas las ramas del saber: desde las Matemáticas y la Fisica hasta la Metafisica y la Medicina. Es el creador de la geometría analítica e inventor de las coordenadas que llevan su nombre.


   Puede suceder que los conjuntos A y B coincidan: B = A, o bien que tengan algún elemento común.

    Ejemplo: Dados los conjuntos 

A= {l, 2, 3} y  B = {a, b}

el producto cartesiano AB sería el siguiente:

AB = {(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}

ya que éstos son todos los pares que se pueden formar tomando el primer elemento del primer conjunto y el segundo elemento del segundo conjunto.

    Es fácil comprobar que AB no coincide con BA, puesto que ambos conjuntos están formados por distintos elementos. En consecuencia, el producto cartesiano de conjuntos no goza de la propiedad conmutativa.

	Consideramos el conjunto  = {0, 1, 2, 3}, el producto cartesiano x consiste en los siguientes 16 pares ordenados:
(0,0), (0,1), (0,2), (0,3).
(1,0), (1,1), (1,2), (1,3).
(2,0), (2,1), (2,2), (2,3).
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3)..




CORRESPONDENCIA
ENTRE DOS CONJUNTOS A Y B


 

	DEFINICIÓN DE DOMINIO:
El dominio de una relación es el conjunto de todos los primeros miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.

DEFINICIÓN DE IMAGEN:
La imagen de la relación es el conjunto de todos los segundos miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.


    Dados dos conjuntos A y B, se entiende por correspondencia entre los dos conjuntos A y B, a todo subconjunto del producto AB. Este subconjunto se llama grafo de la correspondencia. Los elementos del primer conjunto A se llaman originales y los del segundo conjunto B imágenes.

    De la definición dada de correspondencia se deduce que una correspondencia entre dos conjuntos A y B es un conjunto de pares ordenados elegidos entre todos los del producto cartesiano AB.

    Ejemplo: Sean A y B los conjuntos A= {1, 2, 3} y B = {a, b}. Una correspondencia C entre A y B sería: 

C = {(1,a), (1,b), (2,b)}
    El conjunto de los primeros elementos de los pares ordenados, en este caso {1, 2} se denomina dominio de la correspondencia, y el conjunto de los segundos elementos {a, b} recorrido de la correspondencia.

    Esta correspondencia puede representarse gráficamente mediante una de las tres formas vistas para la representación del producto cartesiano, ya que en realidad se trata de representar sólo algunos pares de dicho producto cartesiano.
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    1 – Representación sagital de

C = {(1,a), (1,b), (2,b)}

 


    2 – Representaciones cartesianas de C = (1,a), (1,b), (2,b)
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	La definición de correspondencia se asocia con facilidad a la noción intuitiva de correspondencia. Por ejemplo, si A es el conjunto de los países y B el de los idiomas, la correspondencia «tal idioma se habla en tal país» determina exactamente un subconjunto del producto cartesiano AxB: el de las parejas (a, b) tales que en el país a se habla el idioma b. La correspondencia inversa de ésta será el conjunto de parejas de la forma (b, a) tales que la lengua b se habla en el país a.




CORRESPONDENCIA INVERSA
DE UNA DADA C-1


    Se ha visto anteriormente que una correspondencia C de un conjunto A en otro B no era más que un subconjunto del producto cartesiano AB, es decir, un conjunto de pares ordenados. Pues bien, se entiende por correspondencia inversa entre dos conjuntos A y B a un conjunto de pares ordenados de la forma (b,a) donde el elemento b pertenece al segundo conjunto B y el elemento a pertenece al primer conjunto A.

    De la definición dada de correspondencia inversa se deduce que para obtener la correspondencia inversa de una dada basta con alterar el orden de los pares ordenados (a b)   (b,a).

    Ejemplo: Dada la correspondencia C = {1,a), (1 c), (2,b)} y definida entre los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {a, b, c} la correspondencia inversa será:

C-1 = {(a,l), (c,l), (b,2)};

y la representación sagital de una y otra serán:

Representación sagital de C:
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Representación sagital de C-1:
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	   CORRESPONDENCIA

	1. ¿Cuál es la correspondencia entre dos conjuntos A y B?
2. ¿Cómo se obtiene la correspondencia inversa de una dada? 






COMPOSICIÓN, PRODUCTO
DE CORRESPONDENCIAS


 

	Considerando que con un proyector de filminas se proyecta una diapositiva A sobre una pantalla A’, es claro que cada punto p de la película viene a proyectarse en un punto p’ de la pantalla. Esto es un ejemplo obvio de aplicación.


    Dada la correspondencia H (definida entre los conjuntos A y B) y H’ (definida entre los conjuntos B y C) de manera que el conjunto imagen de la primera coincida con el conjunto original de la segunda, se entiende por composición o producto de correspondencias H y H’, y se representa por H.H’, a otra correspondencia cuyo conjunto original es el A y el imagen el C, tal que si la imagen del elemento aA por la correspondencia H’ es el elemento bB y, a su vez, la imagen del elemento bB por la correspondencia H’ es el elemento cC, se cumple que la imagen de aA en la correspondencia compuesta de H y H’ es el elemento cC. Ejemplo: Dadas las representaciones sagitales de las correspondencias H y H’ definidas entre los conjuntos A, B, y C respectivamente, la representación sagital de la correspondencia compuesta H.H’ resulta como sigue: 
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    La correspondencia compuesta será:
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    Conviene poner de relieve que ya que una correspondencia no es sino un conjunto de pares ordenados, las operaciones de unión e intersección de conjuntos siguen siendo válidas para las correspondencias.



CONCEPTO DE APLICACIÓN


    Aplicación es una correspondencia entre dos conjuntos que cumple con dos condiciones: a) Todos los elementos del conjunto original tienen que tener imagen. Esto equivale a decir que el conjunto inicial de la aplicación coincide con el conjunto original o dominio de dicha aplicación. b) Cada elemento del conjunto original tiene solamente una imagen. La representación matemática es 

 x, x A, * y,y B/ (x,y)  C

	Es frecuente, en algunos autores, indicar la aplicación mediante una letra griega. De modo que si, tomando el ejemplo anterior,  indica la proyección, A el conjunto original y A’ el conjunto final (pantalla), suelen escribir. : A  A’, o también  (A) A’


que se lee: «Para todo x,x perteneciente a A, existe un sólo y,y perteneciente a B, tal que el par ordenado (x,y) pertenece a la correspondencia C entre A y B.»

    Ejemplo: La correspondencia cuya representación sagital aparece en la página siguiente, es una aplicación, puesto que cada elemento del conjunto oríginal tiene una imagen y solamente una. Para ver si una correspondencia es aplicación basta tener en cuenta al primer conjunto únicamente.
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    Esta correspondencia puede ser también representada matricialmente
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    La relación de un elemento del conjunto A con otro elemento del conjunto B, se expresa con un 1; la ausencia de relación, con un 0.



CONCEPTO DE FUNCIÓN


    Se entiende por función toda aplicación entre conjuntos numéricos. En este caso el conjunto original coincide con el inicial y el conjunto imagen con el final. La expresión matemática es f(x) =y.

    En toda función los elementos del conjunto imagen siempre proceden de algún elemento del conjunto original. Es decir, que el conjunto imagen está formado por elementos y que cumplen estas dos condiciones:

1ª)B
2ª) x, xA/ f(x) = y 

    Ejemplo: En el conjunto de los números naturales menores de 5 se establece la siguiente correspondencia: “a cada número se le hace corresponder su cuadrado (f(x)= y = x2)”.

    Dicha correspondencia es una aplicación, ya que a cada elemento del conjunto original (x) le corresponde uno y uno sólo del conjunto imagen (y), siendo y una determinada función de x. El grafo G de esta aplicación sería:

G = {(1,1), (2,4), (3,9), (4,16)}

	Viendo la gráfica de una relación, podemos decir si es, o no es, una función. Para eso basta recorrer las columnas. Si en cada columna hay, cuando mucho, un punto cuyo par ordenado pertenece a la relación, entonces la relación es una función. Si por otra parte, encontramos una o más columnas en las que hay uno o más puntos cuyos pares ordenados pertenecen a la relación, entonces la relación no es una función.


    Los conjuntos original e imagen serían respectivamente:

A = {1, 2, 3, 4} y B = {1, 4, 9, 16}

    En este caso, puesto que la correspondencia es una aplicación y los conjuntos original e imagen son numéricos, se trata de una función:
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CLASES DE APLICACIONES


        Dentro de las aplicaciones, se distinguen tres tipos característicos, que cumplen ciertas condiciones. Estos tres tipos de aplicaciones se denominan aplicación inyectiva, aplicación exhaustiva y aplicación biyectiva.

Aplicación inyectiva
    Una aplicación se llama inyectiva cuando cada uno de los elementos del conjunto final es como máximo imagen de uno del original, o no es imagen de ninguno: 
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    Así, la correspondencia definida en el gráfico superior es, en primer lugar, una aplicación (todos los elementos del conjunto original x1, x2 tienen imagen y sólo tienen una imagen). Dicha aplicación es, además, inyectiva, puesto que cada elemento del conjunto final es como máximo imagen de uno del original. (Los elementos y1 e y2 son imagen de un elemento del original y el y3 no lo es de ninguno).

    Como puede observarse, para saber si una aplicación es inyectiva basta fijarse en el conjunto final. Esta norma es válida para todas las clases de aplicación.

    Las condiciones que caracterizan a una aplicación inyectiva se leen abreviada y respectivamente como sigue: 1) Dados dos elementos del conjunto original, si estos elementos son distintos, sus imágenes también lo serán; 2) Todo elemento perteneciente al conjunto imagen de la aplicación es imagen de un solo elemento del conjunto original.

Ejemplo:

A={1, 3, 8}

B={4, 6, 11, 13, 15}

C={(1,4), (3,6), (8,11)}
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    Esta correspondencia es una aplicación, ya que todo elemento de A tiene imagen y sólo una imagen. Es una aplicación inyectiva, ya que cada elemento del conjunto final es imagen a lo sumo de un elemento del conjunto original.

Aplicación exhaustiva o suprayectiva o subreyectiva o epiyectiva
    Una aplicación es exhaustiva cuando todos los elementos del conjunto final son al menos (uno o más) imagen de un elemento del conjunto original: 

	[image: image38.jpg]






    Obsérvese en el gráfico anterior, ejemplo de aplicación exhaustiva, que todos los elementos del conjunto final son por lo menos imagen de un elemento del conjunto original. 

	Si R es el conjunto de los números reales y R’ el de los reales positivos o nulos, la aplicadón entre R y R’ definida por f(x) = x2 para xP R es una epiyección, pues dos elementos de R pueden tener una misma imagen, como en el caso f(2) = 4, y f(-2) = 4, y no hay ningún número positivo que no tenga raíz cuadrada.


    Las condiciones que caracterizan a una aplicación exhaustiva se leen respectivamente, del siguiente modo: 1) para todo elemento perteneciente al conjunto final (y) existe algún elemento del conjunto original (x) tal que f(x);2) el conjunto imagen por la aplicación coincide con el conjunto final.

    Ejemplo: La aplicación entre los conjuntos A = {Juan, Pedro, Luis, José} y B = {Martínez, Pérez, García}, cuya representación gráfica es la de la figura adjunta, es exhaustiva pues todo elemento de B tiene por lo menos una antiimagen en A:
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Aplicación biyectiva o biunívoca
    Este tipo de aplicación es a la vez exhaustiva e inyectiva. Por lo tanto, a cada elemento de A le corresponde un solo elemento de B: 
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	Se dice que F es biyectiva, o que es una biyección, o una correspondencia biunívoca, cuando es inyectiva y suprayectiva: cuando para cada y  B existe un x  A y uno sólo tal que y = F(x). En tal caso, asociando y con x se tiene una biyección que se llama inversa de F y se designa por F–1.


    Las condiciones que la definen son éstas:

1) x1=x2 => f(x1) = f(x2)
2) Im(f)=B


    Ejemplo: La aplicación entre los conjuntos A = {1, 2, 3, 4} y B = {8, 16, 24, 36}, cuya representación gráfica se adjunta, es biyectiva, pues es a la vez inyectiva y exhaustiva: 
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    Una aplicación también puede ser no inyectiva ni exhaustiva ni, por tanto, biunívoca, como la aplicación que se presenta en el gráfico siguiente:
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    Obsérvese que esta aplicación f no es inyectiva, porque al elemento y2 le corresponden dos antiimágenes, y no es exhaustiva porque el elemento y3 no tiene ninguna antiimagen.
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	Ejemplo de correspondencia biunívoca entre los elementos de dos planos obtenidos como secciones de una misma radicación de rectas




APLICACIONES ESPECIALES


Aplicación constante
	La aplicación constante es un caso especial de aplicación exhaustiva. Un ejemplo puede ser la aplicación entre el conjunto de todas las personas y el de planetas habitados por el hombre.


    Dicha aplicación hace corresponder el mismo elemento, por el ejemplo el 1, a cualquier elemento del conjunto original:

 x, x  A   f(x) = Im(f) = 1
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Aplicaciones iguales
	Ejemplo de aplicadones iguales: f(x) = y = (x+1) (x-1), esta aplicación es igual a g(x)=y = x2 -1, es decir, f(x)=g(x).


    Se dice que dos aplicaciones son iguales si a elementos iguales del conjunto original corresponden elementos asimismo iguales del conjunto imagen.

Ejemplo:

	y =
	1
	x = f(x)

	
	2
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g(x)
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Como se ve, f(x) = g(x)

Aplicación idéntica
    Dicha aplicación hace corresponder a cada elemento x del conjunto original el mismo elemento x.

    Ejemplo:
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	Una aplicación idéntica es una correspondencia unívoca entre los elementos de un conjunto A que se define como un subconjunto del producto cartesiano A´A.


 

 

 

 

	   APLICACIÓN

	1. Recuerda uno de los requisitos del concepto de aplicación.
2. ¿Qué es una función? 






FUNCIÓN CARACTERÍSTICA


    Se llama función característica de un conjunto B a la función f, que es una aplicación de un conjunto A que contiene al conjunto B sobre el conjunto {0,1}, estando definida f de la siguiente manera:

       A => {0,1}
 x  x B => f (x) = 1 
 x  x B => f (x) = 0

    Estas condiciones pueden representarse del siguiente modo: 
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    Es decir, que f es tal que hace corresponder a todo elemento del conjunto B el elemento 1, y a todo elemento de A, que no pertenezca a B, el elemento 0.

    Se recuerda que los elementos de A que no pertenecen a B constituyen el conjunto complementario de B en A, que se representa: CAB o bien B’.

	El concepto de función característica se reduce a indicar si un determinado elemento x de A pertenece o no al subconjunto B de A según la función característica 
f(x) = 1 ó 0.


    Ejemplo: Sea una función g tal que A  {0,1} y g(x) = 1–f(x) (f(x) es la función característica). Se cumple que:

 x, x  CAB  x /  B  f(x) = 0

    (por ser f(x) una función característica) como g(x) = 1-f(x), sustituyendo: g(x) = 1-0 =1.

    También por ser f(x) una función característica se cumplirá lo siguiente:

 x, x /  CAB  xB  f(x) = 1

    Sustituyendo este valor de f(x) en g(x)=1-f(x), tendremos g(x) = 1-1=0.
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	Si f(x) es una función característica de B  A, la función 
g(x)= 1-f(x) es una función característica de CAB, es decir, del complementario de B en A. La representación gráfica de  
g(x)= 1-f(x) será:.




FUNCIÓN INVERSA F-1


    La noción de función inversa es idéntica a la de correspondencia inversa, es decir, es una función en la que se toman los elementos del conjunto final como originales y los del conjunto inicial como imágenes. Debe recordarse que por la denominación función, los conjuntos inicial y final son conjuntos numéricos, y que si se llaman elementos x a los del conjunto original e y a los del conjunto imagen, la aplicación función inversa hará corresponder un elemento x a cada uno de los elementos y. En resumen, la expresión de una función inversa será del tipo f–1 (y) = x. 

    Ejemplo: Para hallar la función inversa de 

	y =
	3x+5

	
	2


    se despeja primero la x de la expresión anterior: 

3x + 5 = 2y
3x = 2y – 5

	x =
	2y-5
	x = f(y)   (1)

	
	3
	


Como paso final, y dado que la función inversa es también una función se cambia la x por la y, y la y por la x de manera que resulte una expresión del tipo y = f(x), con lo que resultaría

	y =
	2x-5

	
	3


que se obtiene de la expresión (1) sin más que cambiar la x por la y, y la y por la x.

    Hemos estudiado hasta el momento relaciones de pertenencia (elemento-conjunto) y relaciones de inclusión (conjunto-conjunto). Se entrará seguidamente en el estudio de las relaciones binarias elemento-elemento R (dentro de los elementos de un conjunto).

